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RESUMO
Na vida real, a solugdo de problemas que envolvem diversos fendbmenos é de dificil solugdo analitica,
isso inclui os fendmenos que envolvem fluidos. Dentre eles, pode-se citar uma usina hidrelétrica, ou até
mesmo em nossas casas com O saneamento basico, mas infelizmente diversos fenbmenos que
incluem liquidos ou gases ndo possuem solugdo analitica, sendo necessario buscar por solugdes
numéricas, que dardo um resultado aproximado. O presente trabalho tem como objetivo apresentar
alguns métodos numéricos que podem ser utilizados para encontrar solu¢gdes aproximadas para
equacoes que envolvem fluidos. Os métodos que serdo apresentados sdo o método de Euler, método
das diferengas finitas e 0 método dos elementos finitos, que sdo métodos muito utilizados para a
solugao de problemas envolvendo a mecanica dos fluidos.
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ABSTRACT

In real life, solving problems involving various phenomena is difficult to solve analytically, this includes
phenomena involving fluids. Among them, we can mention a hydroelectric plant, or even in our homes
with basic sanitation, but unfortunately several phenomena that include liquids or gases do not have an
analytical solution, making it necessary to search for numerical solutions, which will give an approximate
result. The present work aims to present some numerical methods that can be used to find approximate
solutions for equations involving fluids. The methods that will be presented are the Euler method, the
finite difference method and the finite element method, which are widely used methods for solving
problems involving fluid mechanics.
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INTRODUCAO

Em muitos problemas envolvendo fluidos é interessante realizar uma analise
diferencial, que consiste em analisar todos os pontos de uma regidao de escoamento.
Em uma regido de volumes infinitesimais, onde no limite, tendendo a quantidade de
volumes infinitos, o tamanho do volume tende a um ponto (Cengel, 2015).

Para realizar uma analise diferencial, a fim conseguir encontrar solu¢des para
uma equacao, € importante especificar as condi¢des de contorno, em toda a fronteira
do dominio de escoamento (Cengel,2015).

Infelizmente muitas equagbes, como por exemplo as equacbes de
Navier-Stokes ou ainda a equacao de Colebrook, ndo possuem solucido analitica,
sendo necessario a utilizagcdo de meétodos numéricos para encontrar solugdes
aproximadas, a nao ser em situagdes que possuem campo de escoamento simples
(Cengel,2015). Assim, para resolugdo de equagdes complexas, utiliza-se a
discretizagdo do dominio, dando inicio a uma analise numérica. A discretizagao
permite 0 uso computacional para tratamento das equacgdes diferenciais (Franco,
2012).

Na vida real, diferente de idealizacbes, existem varias variaveis que
influenciam no resultado de uma equacao. Nao é dificil perceber que estamos em um
mundo que possui trés dimensodes, além de uma dimensao temporal, isso significa
que, para formular alguma equacéo, ela possuira quatro incognitas, pelo menos, e a
sua derivada sera uma derivada parcial, dando origem a equacdes diferenciais
parciais.

As equacgdes diferenciais parciais (EDP) sdo de maior complexidade do que
equacbes diferenciais ordinarias (EDO), pois possuem mais variaveis e raramente
possuem solugdo analitica (Franco, 2012). Isso n&o significa que todas as equagdes
diferenciais ordinarias possuem solug¢ao analitica.

Métodos numéricos sdo wusados para conseguir encontrar solugdes
aproximadas, e o presente trabalho tem por objetivo realizar uma revisao da literatura
disponivel sobre alguns destes métodos.

O primeiro é o método de Euler, que é o mais facil, porém, a solugdo nao
possui muita qualidade, entretanto possui a sua importancia tedrica (Franco, 2012), e
pode ser utilizado para resolugédo de EDOs.

O segundo método € o das diferengas finitas, que consiste em dividir o dominio

em pontos discretizados, e substituir as derivadas por aproximagdes (Franco,2012).



Por ultimo, temos o método dos elementos finitos, que consiste em dividir o
dominio em elementos. Ao se entender o comportamento de cada elemento de um
conjunto, fica mais facil entender o elemento completo (Filho, 2009).

O presente trabalho possui a justificativa de ser necessario encontrar solugdes
para equagdes diferenciais onde ndo existe solugdo analitica, e isso inclui equagdes
de mecanica dos fluidos. Assim sendo, € importante mostrar métodos numéricos para
encontrar estas solugdes, além de mostra-las em algumas aplicagdes direcionadas a
mecénica dos fluidos.

Solugdes de equacdes diferenciais sdao muito uteis para varias aplicagdes,

sendo entdo interesse nas mais diversas areas que elas se encontram.

Assim, o presente trabalho tem o objetivo de realizar uma reviséo da literatura
disponivel sobre diferentes métodos numéricos para encontrar solugdes aproximadas
de equacbes diferenciais, e aplica-las em mecanica dos fluidos. O levantamento
bibliografico sera realizado utilizando ferramentas gratuitas de busca, como o google

scholar.



MATERIAL E METODOS
Serao demonstrados alguns métodos numéricos utilizados para resolver equagdes
de mecénica dos fluidos, além de mostrar os resultados em tabelas e simulagdo em
CFD.

Na analise dos fluidos, se encontra grande quantidade de situa¢des que
possuem uma analise diferencial pois quando se trata, por exemplo, de escoamento,
o fluido se desloca e varia pelas trés dimensdes espaciais e pelo tempo, podendo
assim originar equagodes diferenciais se tratando de um volume infinitesimal onde as
variagbes sao infinitesimais. Outro exemplo € no regime transiente, onde as
caracteristicas do fluido variam com o tempo podendo assim originar equagdes
diferenciais.

Primeiro sera utilizado o método de Euler em algumas equag¢des de mecanica
dos fluidos, depois 0 método dos elementos finitos e por fim o0 método das diferencas
finitas.

Para utilizar o método de Euler sera necessario saber o valor inicial da variavel
independente e da variavel dependente. Ja para conseguir utilizar o método das
diferencas finitas e dos elementos finitos, sera necessario determinar os valores de
contorno, que dependera de como sera feito o experimento (se sera com velocidade
inicial zero e o valor da velocidade final fixo, por exemplo).

No método dos elementos finitos sdo encontradas equacgdes que descrevem os
graus de liberdade do fluido a ser analisado.

Serao utilizados os métodos em equacdes de mecanica dos fluidos pois nela
existem varias anadlises diferenciais, e isso inclui andlises em regime transiente, onde
as caracteristicas do fluido variam com o tempo.

No presente trabalho serdo demonstradas algumas aplicagbes dos métodos
estudados em solucdes aplicadas a problemas da mecanica dos fluidos, vindo de
trabalhos cientificos publicados que serao revisados para esse presente artigo, sendo

esse um estudo tedrico de revisao bibliografica.



DESENVOLVIMENTO

Expressdes matematicas que possuem o simbolo de igual denominam-se
equacgdes. Equacgdes diferenciais sdao equacdes que possuem derivadas em suas
fungdes (Cengel, 2014).

Vérios problemas encontrados nas engenharias possuem formulagdo que
envolvem derivadas, originando assim equagdes diferenciais (Cengel, 2014).
Infelizmente, muitas dessas equacdes diferenciais ndo possuem solugao facil, sendo
necessario a utilizagdo de métodos numéricos.

Um método facil € o método de Euler, que a seguir sera apresentada a sua
demonstracéo:

Considere que as equacbes 1 e 2 sao continuas e diferenciaveis (Franco,
2012):

y = fxy) (1)

y(x) =y, (2)

Considere y(x) a solugao exata. Utilizando série de Taylor para y(xn + h) em

torno de X obtemos a equacao 3:

+ h) = + hy' by bt Ay@ A
y(xn ) - y(xn) y(xn) 21 (xn) q! y (xn) (g+1)! (n)

,xn<En<xn+h. (3)

O ultimo termo é o erro de truncamento local.

Truncando a expressao (3), depois de (q + 1) termos, e, considerando que

y' = f(x,y) , obtemos a equagao 4:

R ED)) (4)

y(x + h) = yx) + hf(x ,y(x )) +.+ T

Substituindo y(xn) pory e fj(xn, y(xn)) por fnj, obtemos:

_ A &' @D
Ypp1 = Y, T Rf, + 5 f) et f) , (5)

Esse é o método de Taylor de ordem q.

Fazendo-se g = 1 em (5), conseguimos a equacao 6:
yn+1= yn + hfn (6)

Obtemos por ultimo o método de Euler.



Considerando q = 1 em (3), teremos a formula progressiva do método das
diferencas finitas, que usa a diferenga progressiva e seu erro (Franco, 2012),

mostrada na equacgao 7:
' x+h)—y(x h
Y = S - Sy, B x + ) (7)
De modo parecido, fazendo -h em (3), mas continuando com g = 1, consegue a

férmula regressiva, que usa a diferenga regressiva e seu erro (Franco,2012),

conforme mostrado em 8:

Yo = X2EZD 4 Lyn(E), Ee(x — hx) (8)

Agora considerando q = 2 em (3), e h e -h, respectivamente, obtemos a

seguinte equacgao:

y(x + h) = y(x )+ hy'(x) +%y--(xn) _i_% o)
' hz " h3 .
yx — h)=yx)—- &) —5y'(x) -5
Calculando y(x + h) — y(x — h), obtém-se a férmula centrada que utilizada

a diferencga central e seu erro (Franco,2012), mostrada na equacgao 10:

y() = S 4 Sy () (10)

Essas foérmulas obtidas do método das diferengas finitas podem ser
aproximadas para derivadas parciais de fungdes de varias variaveis. Assim, segundo

Franco (2012), e considerando u_como derivada parcial de u em relagéo a t, temos as

seguintes equacgdes (11-13):

Progressiva:

y = HEHED Ly (,0), (t<{<t+ k) (11)
Regressiva:
u(ry) = HESEED 4 Ly (50, -k <7<D) (12)

Central de segunda ordem:

ux+ht)—2u(xt) +u(x—ht) _h (E )

uxx(x, t) = % A

,(x —h<f<x+h) (13)



Outro método para a solucdo € o método explicito por diferencas finitas. A

seguir esta a formula, sem demonstracédo, deste método aplicado para equagdes

parabdlicas:
b1 Ui.j + G(Ui—l,j B 2Ui,j + Ui+1,j) (14)
onde o = %

O método dos elementos finitos consiste em subdividir o dominio em regides
simples. A solugdo do conjunto é obtida juntando as solugbes individuais de cada
parte (Chapra, 2016).

A relagcdo existente entre as agdes e os graus de liberdade s&o melhor
expressos por meio de matriz. Assim (Filho,2009):

{f}=lkl.{u} (15)

Podemos, por exemplo, dividir em uma malha com tridngulos o dominio de
uma chapa bidimensional, como mostrado na figura 1:

Figura 1- dominio em forma de tridngulo

-
b
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0

Fonte: Elementos Finitos: A Base da Tecnologia CAE

Na imagem acima, cada ponto € um nd, que possui graus de liberdade.



Os graus de liberdade que vao na matriz u, em uma situagéo bidimensional por
exemplo, serdo fungdes polinomiais, onde a poténcia dependera da quantidade de
graus de liberdade.

Os elementos finitos, apresentam solugcdo manual trabalhosa, felizmente
podem ser resolvidos com auxilio de programas computacionais.

Independente do problema que estiver trabalhando, sempre sera utilizado uma
matriz (ndo necessariamente igual a (15)) que sera resolvida iterativamente em um
problema computacional.

Outra metodologia que € usado é o método dos residuos ponderados. Um
método simples que pode ser utilizado € o método dos residuos ponderados, que
consiste, de acordo com BRASIL, et al (2015), em uma formulacao fraca, que é quando
uma igualdade de equacgao diferencial que era para ser zero em todos os pontos do
dominio nao precisa ser em todos os pontos, mas sim em uma média ponderada,

como na equacgao abaixo:

L

J ROW(x))dx = 0 (16),
0

onde R(x) é o residuo e W(x) uma fungao de ponderacao.

O método de Galerkin é basicamente quando a fungéo peso W(x) possui a
mesma forma da funcdo da equacdo que se quer achar a solugédo. A seguir tera um
exemplo do método. (Brasil et al, 2015).

Considere o seguinte problema:

2

" 4 _ ' __P
= + —o- =0, talqueu(0) = 0eu'(L) =—;

Se for utilizado uma aproximagédo para a fungdo u, entdo essa igualdade
deixara de ser zero, mas apresentara um residuo:

dZ
Wt = R

Assim:
L
J ROWE))dx = 0
0
Uma aproximacao parau é:
u(®) = ¥ ad ()
i=1

ou, de forma finita:



u@® = o ®
A funcao que aproxima u normalmente é polinomial.
Como dito anteriormente, a funcdo peso tem a forma da funcdo que

procuramos, assim podemos definir como sendo:
w(®) = B (%)

Substituindo:

L

B + L () dx = 0

JO dx

Que é satisfeito com:

L 2
du _4q_ —
{ T+ 7P dx =0
Rearranjando e integrante por partes, integrando e arrumando, obtem-se:

L
EAﬂ%llq)j(L) —f EAde"ll—de + f g dx = 0
0

L

u(y 4@)
[ EASEED — gy = f qcl)jdx + P (L)
0

Considerando a fungao de aproximacgao para u:

L aw) d@)
f ———Ldx = fq(l)jdx + Pcl)j(L)
0

Agora define-se:

d(d) d(d)
dx dx

~

=f qP,dx + P (L)

[=]

Assim, chega-se na equacao:

F = Ka
Onde a equagao pode ser resolvida e colocada de forma matricial.

O método dos volumes finitos consiste basicamente em dividir o problema em
quantidades pequenas e finitas de volume e realizar um balanco ou integragado no
volume (Maliska, 2004).

Nesse método também se utiliza normalmente diferencas centrais em algumas

derivadas presentes (Maliska, 2004).



Como exemplo, considere a figura 2, onde realizaremos um balango de
propriedades (Maliska 2004 ):
Figura 2 - VVolume Elementar

y ‘p-l‘Ax1 }

V+AY

p—————»
pulyl w e puly
v e

_—
1=
o
g

X+Ax

Fonte: Transferéncia de Calor e Mecanica dos Fluidos Computacional

(pw),~(pw),, (), —(pw);
Ax + Ay -

Apos aplicar limite, obtemos:
a(pw) o(pv) __
o T =0
x dy
E agora integrando o volume e considerando que o fluxo de massa € a média

da variagao, obtemos:
puAYe - puAYW + puAXn — puAXS =0

ou

dm dm dm dm

dt dt dt dt
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CONCLUSOES
Até o presente momento do desenvolvimento desta pesquisa, foram
demonstradas diversas formas de solugdo que podem ser aplicadas a varias
equagdes e problemas dentro da engenharia mecéanica, especialmente na area de
mecanica dos fluidos. Os proximos passos do presente trabalho sdo as aplicagdes
destas solugdes em problemas reais de engenharia, com a demonstragdo de algumas

destas solugdes.
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