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RESUMO

Na vida real, a solugao de problemas que envolvem diversos fendmenos é de dificil solugdo analitica,
isso inclui os fendmenos que envolvem fluidos. Dentre eles, pode-se citar uma usina hidrelétrica, ou
até mesmo em nossas casas com 0 saneamento basico, mas infelizmente diversos fenémenos que
incluem liquidos ou gases ndo possuem solucdo analitica, sendo necessario buscar por solucdes
numéricas, que dardo um resultado aproximado. O presente trabalho tem como objetivo apresentar
alguns métodos numéricos que podem ser utilizados para encontrar solucfes aproximadas para
equacOes que envolvem fluidos. Os métodos que serdo apresentados sdo o0 método de Euler, método
das diferencas finitas e 0 método dos elementos finitos, que sdo métodos muito utilizados para a
solucdo de problemas envolvendo a mecéanica dos fluidos.
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ABSTRACT

In real life, solving problems involving various phenomena is difficult to solve analytically, this includes
phenomena involving fluids. Among them, we can mention a hydroelectric plant, or even in our homes
with basic sanitation, but unfortunately several phenomena that include liquids or gases do not have an
analytical solution, making it necessary to search for numerical solutions, which will give an approximate
result. The present work aims to present some numerical methods that can be used to find approximate
solutions for equations involving fluids. The methods that will be presented are the Euler method, the
finite difference method and the finite element method, which are widely used methods for solving
problems involving fluid mechanics.

Keywords: Euler method; Finite Differences; Finite Elements; Finite Volumes; Fluids.



INTRODUCAO

Em muitos problemas envolvendo fluidos é interessante realizar uma analise
diferencial, que consiste em analisar todos os pontos de uma regido de escoamento.
Em uma regiéo de volumes infinitesimais, onde no limite, tendendo a quantidade de
volumes infinitos, o tamanho do volume tende a um ponto (Cengel, 2015).

Para realizar uma analise diferencial, a fim conseguir encontrar solu¢des para
uma equacao, é importante especificar as condicées de contorno, em toda a fronteira
do dominio de escoamento. (Cengel, 2015).

Infelizmente muitas equacdes, como por exemplo as equacdes de Navier-
Stokes ou ainda a equacdo de Colebrook, ndo possuem solucdo analitica, sendo
necessario a utilizacdo de metodos numericos para encontrar solu¢des aproximadas,
a ndo ser em algumas situagbes que possuem campo de escoamento simples
(Cengel, 2015). Assim, para resolucdo de equacbes complexas, utliza-se a
discretizagdo do dominio, dando inicio a uma analise numérica. A discretizagao
permite 0 uso computacional para tratamento das equacgfes diferenciais. (Franco,
2012).

Em aplicacOes reais, diferente de idealizacbes, existem varias variaveis que
influenciam no resultado de uma equacéao. Nao é dificil perceber que estamos em um
mundo que possui trés dimensdes, além de uma dimenséo temporal, isso significa
gue, para formular alguma equacéo, ela possuira quatro incognitas, pelo menos, e a
sua derivada sera uma derivada parcial, dando origem a equacodes diferenciais
parciais.

As equacdes diferenciais parciais (EDP) sdo de maior complexidade do que
equacdes diferenciais ordinarias (EDO), pois possuem mais variaveis e raramente
possuem solucao analitica (Franco, 2012). Isso nao significa que todas as equacdes
diferenciais ordinarias possuem solucao analitica.

Métodos numéricos sao usados para conseguir encontrar solucdes
aproximadas, e o presente trabalho tem por objetivo realizar uma revisao da literatura
disponivel sobre alguns destes métodos.

O primeiro € o método de Euler, que é o mais facil, porém, a solucéo nao possui
muita qualidade, entretanto possui a sua importancia teérica (Franco, 2012), e pode
ser utilizado para resolucédo de EDO’s.

O segundo método é o das diferencas finitas, que consiste em dividir o dominio

em pontos discretizados, e substituir as derivadas por aproximacgdes (Franco,2012).



Por ultimo, temos 0 método dos elementos finitos, que consiste em dividir o
dominio em elementos. Ao se entender o comportamento de cada elemento de um
conjunto, fica mais facil entender o comportamento do dominio (Filho, 2009).

O presente trabalho possui a justificativa de ser necessario encontrar solucdes
para equacdes diferenciais onde ndo existe solu¢do analitica, e isso inclui equacdes
de mecéanica dos fluidos. Assim sendo, € importante mostrar métodos numericos para
encontrar estas solucdes, além de mostra-las em algumas aplicacdes direcionadas a
mecanica dos fluidos.

Solucdes de equacgbes diferenciais sdo muito Uteis para varias aplicacoes,
sendo entdo de interesse nas mais diversas areas que elas se encontram.

Assim, o presente trabalho tem o objetivo de realizar uma reviséo da literatura
disponivel sobre diferentes métodos numeéricos para encontrar solu¢cdes aproximadas
de equacOes diferenciais, e aplica-las em mecanica dos fluidos. O levantamento
bibliografico sera realizado utilizando ferramentas gratuitas de busca, como o google

scholar.

METODOLOGIA



Serdo demonstrados alguns meétodos numéricos utilizados para resolver
equacbes de mecéanica dos fluidos, além de mostrar os resultados em tabelas e
simulagéo em CFD (dinamica dos fluidos computacional).

Na analise dos fluidos, se encontra grande quantidade de situa¢cBes que
possuem uma analise diferencial pois quando se trata, por exemplo, de escoamento,
o fluido se desloca e seu comportamento varia pelas trés dimensdes espaciais e/ou
pelo tempo, podendo assim originar equacgdes diferenciais se tratando de um volume
infinitesimal onde as variacdes sdo infinitesimais. Outro exemplo € no regime
transiente, onde as caracteristicas do fluido variam com o tempo podendo assim
originar equacdes diferenciais.

Primeiro sera utilizado o método de Euler em alguma equacéo de mecanica
dos fluidos, a seguir o método dos elementos finitos, das diferengas finitas e por fim o
método dos volumes finitos.

Para utilizar o método de Euler é necessario saber o valor inicial da variavel
independente e da variavel dependente. Ja para conseguir utilizar o método das
diferencas finitas e dos elementos finitos, € necessario determinar os valores de
contorno, que dependera de como sera feito o experimento (se sera com velocidade
inicial zero e o valor da velocidade final fixo, por exemplo).

No método dos elementos finitos séo encontradas equacdes que descrevem 0s
graus de liberdade do fluido a ser analisado.

Serao utilizados os métodos em equacdes de mecanica dos fluidos pois nela
existem varias analises diferenciais, e isso inclui analises em regime transiente, onde
as caracteristicas do fluido variam com o tempo.

No presente trabalho serdo demonstradas algumas aplicacbes dos métodos
estudados em solucbes aplicadas a problemas da mecéanica dos fluidos, vindo de
trabalhos cientificos publicados que serao revisados para esse presente artigo, sendo

esse um estudo tedrico de revisado bibliografica.
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Expressdes matematicas que possuem o simbolo de igual denominam-se
equacdes. Equacgbes diferenciais sao equagbes que possuem derivadas em suas
fungdes (Cengel, 2014).

Varios problemas encontrados nas engenharias possuem formulacdo que
envolvem derivadas, originando assim equagOes diferenciais (Cengel, 2014).
Infelizmente, muitas dessas equacdes diferenciais ndo possuem soluc¢éo facil, sendo
necessario a utilizacdo de métodos numéricos.

Um método facil é o método de Euler, que a seguir serd apresentada a sua
demonstragao:

Considere que as equacbes 1 e 2 sao continuas e diferenciaveis (Franco,
2012):

y = fxy) 1)

y(Xo0) = Yo (2)

Considere y(x) a solugao exata. Utilizando série de Taylor para y(x, + h) em

torno de x,,, obtemos a equagio 3:

hq+1

! h? " h4
YO + )= yOa) + hy'Ca) + 5V Cn) +o 4 Y@ ) +

Xp < & < x, +h. 3)

($n),

O ultimo termo é o erro de truncamento local.

Truncando a expressao (3), depois de (g + 1) termos, e, considerando que

y' = f(x,y) , obtemos a equacao 4:
q
Y + W)= y(@) + hf @,y )t o 0D (i, Y0 )). @)
Substituindo y(x,, ) por y, e f7 (x,, y(x,)) por fnj, obtemos:

Yuer = Y + By + T f b A LD, (5)
Esse € o método de Taylor de ordem q.

Fazendo-se q = 1 em (5), conseguimos a equacao 6:

Yn+1 = Yo T hfy (6)

Obtemos por ultimo o método de Euler.

Considerando g = 1 em (3), teremos a férmula progressiva do método das
diferencas finitas, que usa a diferenca progressiva e seu erro (Franco, 2012),

mostrada na equacéo 7:

y(0) = XEDZE - 2yne) & € (xx + h) (7)



De modo parecido, fazendo -h em (3), mas continuando com q = 1, consegue
a formula regressiva, que usa a diferenca regressiva e seu erro (Franco,2012),

conforme mostrado em 8:

! - _h h n
y'() = 2D 4 2yre), £ € (x — hx) (8)

Agora considerando q = 2 em (3), e h e -h, respectivamente, obtemos a
seguinte equacao:

! h2 n h3 n
y(n + h) = y(xn) + hy'(xn) + 5y () + 57y (9)
h? h3
YO = h) = y(xn) = hy'(en) — 57 y" () — 579"
Calculando y(x + h) — y(x — h), obtém-se a formula centrada que utilizada a

diferenca central e seu erro (Franco,2012), mostrada na equacao 10:

, h) — —h hZ
y(x) = XERXEED 4 By (10)

Essas formulas obtidas do método das diferencas finitas podem ser
aproximadas para derivadas parciais de funcdes de varias variaveis. Assim, segundo
Franco (2012), e considerando u, como derivada parcial de u em relacdo a t, temos

as seguintes equacdes (11-13):

Progressiva:

up = HEETED 2y (6,0), (¢ < <t+k) (11)
Regressiva:

u(ry) = SEOTEER 4 Sy (0O, (t— k< <t) (12)

Central de segunda ordem:

u(x+h,t)—2u(xt) + u(x—h,t) h?

Upx(x,8) = 2 Euxxx ¢ 0, (13)
(x—h<é&<x+h)

O método das diferencas finitas pode ser utilizado em situacdes 2d e 3d sendo

ele recomendado para geometrias exatas sem muitas irregularidades, mas nada o
impede de ser utilizado em geometrias exoticas.

Considere a equagéo 14:

ap du v
TP tP =0 (14)



Pode-se utilizar diferenga progressiva, regressiva ou central para aproximar a
equacao 14.

Considere a figura 1, nela percebe-se que deve-se reduzir muito o dominio nas
bordas para a utilizagdo do método de diferencas finitas, 0 que aumenta muito o custo
computacional. Porém, utilizando um retangulo reto, tem-se uma aproximac¢ao melhor
do resultado real, precisdo essa que diminui com as irregularidades da malha que esta

tratando o método.

Figura 1 - Aproximacdes. (a) aproximagdo em diferencas finitas, e (b) em elementos finitos
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Fonte: Métodos Numéricos para Engenharia

Com geometrias irregulares, a substituicio do método das diferencas finitas
pelo método dos elementos finitos, apresenta melhores valores de aproximacéao para
tais geometrias. Na pratica, isso significa que os resultados obtidos apresentam
Mmenos erros, 0 que se aproxima da realidade.

Ainda com base na figura 1, pode-se observar que em (b) existe uma melhor
aproximacado do que em (a). Os polinébmios usados sdo em formato triangular.

Pode parecer estranho a utilizacdo dos elementos finitos em mecéanica dos
fluidos, todavia existe formulacdo para isso, como por exemplo o método Petrov-
Galerkin SUPG, uma formulacéo especial para a mecanica dos fluidos.

O método mais utilizado em fluidodindmica € o método dos volumes finitos, pois
ele possui uma caracteristica que 0s outros métodos ndo possuem: Respeita a
propriedade conservada das equacbes, pois ele faz um balanco, desta maneira
considera todas as caracteristicas de entrada e de saida no volume de controle

considerado, ndo tendo criagdo ou destruicdo de nenhuma propriedade. Cabe



ressaltar que por conta disso, o uso do método deve ser realizado para as equacgdes
em suas formas conservativas, caso contrario absurdos podem aparecer, como
criacdo ou destruicdo de matéria, por exemplo.

O método dos elementos finitos consiste em subdividir 0 dominio em regides
simples. A solucdo do conjunto é obtida juntando as solu¢des individuais de cada parte
(Chapra, 2016).

A relacdo existente entre as acdes e os graus de liberdade sdo melhor
expressos por meio de matriz. Assim (Filho,2009):

{r} = lkl.{u} (15)

Podemos, por exemplo, dividir em uma malha com tridngulos o dominio de uma

chapa bidimensional, como mostrado na figura 2:

Figura 2- dominio em forma de tridngulo
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Fonte: Elementos Finitos: A Base da Tecnologia CAE

Na imagem acima, cada ponto é um né, que possui graus de liberdade.

Os graus de liberdade que compdem a matriz u, em uma situacao
bidimensional por exemplo, serdo funcdes polinomiais, onde a poténcia dependera da
guantidade de graus de liberdade.

Os elementos finitos, apresentam solugdo manual trabalhosa, felizmente

podem ser resolvidos com auxilio de programas computacionais.



Independente do problema que estiver sendo analisado, sempre sera utilizado
uma matriz (ndo necessariamente igual a (15)) que seré resolvida iterativamente em
um problema computacional.

Outra metodologia usada é o método dos residuos ponderados. Uma
metodologia simples, que consiste, de acordo com BRASIL, et al (2015), em uma
formulacéo fraca, que é quando uma igualdade de equacdao diferencial que era para
ser zero em todos 0s pontos do dominio ndo precisa ser em todos 0s pontos, mas sim
em uma média ponderada, como na equacao abaixo:

J, M (IHEE) ) I = 0 (16),
onde R(x) é o residuo e W(x) uma funcao de ponderacéo.

O método de Galerkin é basicamente quando a funcdo peso W(x) possui a
mesma forma da funcédo da equacdo que se quer achar a solugdo. A seguir sera
apresentado um exemplo do método. (Brasil et al, 2015).

Considere 0 seguinte problema:

au? | q _ = L) =~
T 5, =0, talqueu(0) =0eu(L) = a”

Se for utilizado uma aproximacdo para a funcdo u, entdo essa igualdade

deixara de ser zero, mas apresentara um residuo:

e+ L=R@) (18)
Assim:
J,; M @EE@) I = 0 (19)

Uma aproximacao para l é:
) = X, MR, (1)
(20)
ou, de forma finita:
HORRREIQ) (21)

A funcgao que aproxima ¥ normalmente é polinomial.

Como dito anteriormente, a fungdo peso tem a forma da fungdo que
procuramos, assim podemos definir como sendo:

N(E) = Hylty () (22)

Substituindo:
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+ L

B J, M (mmz D@ 1 =0 (23)

Que é satisfeito com:

N (% + D@ W = 0 (24)

Rearranjando e integrante por partes, integrando e arrumando, obtém-se:

08 -2 (i) — f, M2 gy = 0 (25)
o, Mo C2 W gy — (R0 -+ 0 (1) (26)
Considerando a fungao de aproximagao para u:

a; f, M 2 gy = R + 5, (1) (27)
Agora define-se:
o = [, MO0 =C2 2 gy (28)
iy = f, MEB, 00 + 0, (1) (29)

Assim, chega-se na equacao:

M= WK (30)

Onde a equacao pode ser resolvida e colocada de forma matricial.

Agora, considere a seguinte equacgao (Ribeiro,2019):

‘;—‘g + . (WR) + N. (—BER) = W(E, K) (31)

onde ¢ é a concentragao da substancia, Il € o fluxo convectivo e Il o fluxo
difusivo (Ribeiro,2019).

Para esta situagao, a formulagao de Galerkin é mostrada abaixo (Ribeiro,2023):

yi_.m fM'I(mmmm%wmmmmwm + By (8. BBy + ( BRg. B8, B;)BE = [ W 0,000 +

/"M, (32)onde F = kVg.n

Ou, de forma matricial:

i= + O = 0 (33)

A seguir é mostrada a formulagao SUPG:

fﬂ HEHHIN + K f mf I () . RN (34)
onde:
re (35)

§ = OIEEA(E) - ; (36)
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_ _BE
2|

(37)

O método dos volumes finitos consiste basicamente em dividir o problema em
guantidades pequenas e finitas de volume e realizar um balang¢o ou integragdo no
volume (Maliska, 2004).

Nesse método também se utiliza normalmente diferencas centrais em algumas
derivadas presentes (Maliska, 2004).

Como exemplo, considere a figura 3, onde realizaremos um balanco de
propriedades (Maliska 2004):

Figura 3 - Volume Elementar

V+AY n
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Fonte: Transferéncia de Calor e Mecéanica dos Fluidos Computacional

(pwWe—(pWw + (pwWn—(pws =0 (38)
Ax Ay

Apés aplicar limite, obtemos:

Apw) | 3(pv) _
ox T oy =0 (39)
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E agora integrando o volume e considerando que o fluxo de massa é a média

da variagéo, obtemos:

puAY, —puAY,+pulrX,—purX;,=0 (40)
ou

dme _dmy  dmp _ dms _

@ " a T dt =0 (41)

Funcdes de Aproximacao

Em relacéo as fungbes que aproximam os elementos, serd mostrado dois tipos:
um elemento triangular e outro retangular.

Em relacdo ao elemento triangular, ele pode possuir a caracteristica de ser
linear, como na equacéo 42 a segquir:

0(0,0) = 0+ 00 + 00 (42)

Essa funcdo devera possuir o valor de 1 no no de andlise, e zero nos demais

A mesma funcéo pode ser generalizada para trés dimensdes, conforme pode-
se observar na equacéao 43:

O(0,0,0) = 04 00 + 00+ 00 (43)

Onde a, b, c e d s&o constantes a determinar.

Usando-se dos polinbmios de Lagrange pode-se obter os elementos para o

caso quadrilatero:

_ G @ =) U —Une ) —49)
(o=t =02 (U= (Co=Un ) (Ho=Ho41).

[J:[7

Para cada dimenséo, conseguimos as funcdes de interpolacédo multiplicando os

polindbmios de Lagrange em cada direcdo. Como exemplo, para um quadrilatero de 4

nés, temos:
Oy =1/4(1+0 Y(1+ 1) (45)
Ho=1/4(1-0 Y(1+ 1) (46)
Oe=1/4(1-01 Y(1=1) 47
Ha=1/4(1+0 HY(1=1) (48)

A seguir a imagem da parametrizagao utilizando o Software Octave:

Figura 4 - Elemento (1,
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Fonte: Propria

A matriz no método FEA possui N equacdes e incognitas, ficando obviamente
com um custo elevado computacional, quanto maior for o N.

Também fica maior a funcéo de interpolacdo, pois como foi definido na forma
genérica, o somatério varia de 1 até N.

Outro problema é a forma dos dominios que podem ser bastante trabalhosos
para analisar.

Uma solucdo para esse problema é a parametrizacdo das funcbes em
elementos isoparamétricos, transformando o problema em uma geometria de facil
analise (Ribeiro,2019).

Em relacdo ao problema da quantidade de funcdes, elas apenas ndo serdo zero
na matriz K onde o dominio for definido no problema analisado, assim sendo, essa
matriz possui uma quantidade grande de zeros nela. Pode-se, com a ajuda da
facilidade de se trabalhar com elementos isoparamétricos, isolar cada elemento na
mudanca de variavel, para trabalhar localmente com uma matriz local, e depois juntar

os resultados na matriz global.
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Para transformar as variaveis x e y em um sistema local N e, basta
multiplicarmos o dA por JANd¢ (sendo J o jacobiano) e mudar os limites de
integracao.

METODOS DE RESOLUCAO DE MATRIZES

Sempre que resolvermos as equacdes por métodos numéricos, colocaremos
elas em formas matriciais para resolucao computacional, assim ficando facil e
organizado, além de ser possivel a utilizacédo de teoremas que sao deduzidos da forma
matricial tradicional.

Podemos reduzir uma matriz em uma forma escalonada ( onde toda a parte
inferior a diagonal principal é igual a zero), para assim ficar de facil resolucdo por
substituicao direta. A seguir, 0s passos a serem seguidos. (Anton,2012) :

Primeiro devemos localizar a coluna mais a esquerda que nao seja inteira de
zero. A sequir, se [1-for um nimero a, devemos multiplicar a linha 1 por 1/a.
Depois, permutar a linha ndo nula mais a direita com a primeira posi¢cdo. Em seguida
somar de forma conveniente a primeira linha com as linhas inferiores. Depois,
deixamos fixo a primeira linha e repetimos o procedimento, agora com a segunda

linha, até termos a situacdo desejada:

Figura 5 - Método do Escalonamento

0 0 —2 0 1} 12
2 4 —10 6 12 28
2 4 —35 6 —5 —1
Coluna néo nula mais a esquerda
2 4 —-10 6 12 28
0 0 —2 0 7 12 = r:umm permutadas a primeira e a segunda
linhas da matriz precedente.
2 - —3 6 —5 -1
1 2 =5 3 6 14
A primeira linha da matriz precedente foi
0 0 -2 0 7 12| - , :
multiplicada por 5.
2 4 -5 6 -5 -1
1 2 0 3 0 7
0 0 1 0 0 1 _ 5 vezes a segunda linha foi somada a
primeira linha.
0 0 0 0 1 2

Fonte: Algebra Linear com Aplicacbes
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Agora, sera falado sobre o Método Iterativo de Jacobi, método usado em
sistema na forma de Ax=b.

Este método consiste emisolar o [, do lado esquerdo da equacéo, e deixando
"1 do lado direito. Em seguida, definisse o 1. como sendo a iteracéo k-1, e o [
como sendo a iteracdo Kk, Iterando-se até convergir. Em forma de equacao, temos
(Burder, 2016):

n
k) I k—1 :
x® = — E (—aijx; ) +bi|, parai=12,..., n.

J#i

Onde: (1., € o elemento na posicao ij da matriz A, e ], 0 elemento na

posicao i da matriz B.

DESENVOLVIMENTO
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O método de Euler utiliza-se em situa¢cées em que vocé quer saber o valor de
uma EDO, sendo possivel isolar a derivada de interesse de um lado da igualdade.

Considerando que se esta trabalhando em um lugar que tem admisséo por
valvulas de algum géas, que leva um tempo para alcancar o regime permanente.
Também considerando que a densidade varia apenas com o tempo, e a velocidade
em relagdo ao eixo em que esta o seu sentido.

Logo temos a equacgéo a seguir:

ap du v _
” + pdx+p o 0 (49)

. d e .
Se isolar o termo d—’: de um lado, e souber o valor de p(0)(valor inicial), bem

~ du av . , . p:
como a equagao que rege —— e o € possivel descobrir o seu valor pelo método de

Euler.

Este foi um exemplo da utilizagdo do método em mecanica dos fluidos, pois o
foco de utilizacdo dos métodos aqui presentes € em equacdes de mecanica dos
fluidos.

Agora considere a equacao :
d?u du e
_kﬂ tw_—= f(x),sendo k o termo difusivo constante e w o escalar de

velocidade.

Utilizando a formulacéo feita por Corréa (2024), tem-se:

f=-k
onde, generalizando para 2 dimensdes, tem-se:
I u(x +h,t) —2u(x,t) + u(x —h,t) 4 u(x + h,t) —2u(x,t) + u(x — h,t)

[ A x? A y? ]

u(x+ht)— u(x—ht)
w [ +
2Ax

u(x+h,t)— u(x—h,t) ] (51)

2Ax

u(x+h)—2u(xz) +u(x—h) +w u(x+h)— u(x—h)
Ax 2Ax

(50)

f': —

Ainda de acordo com Corréa (2024), deve-se alterar o esquema central de
segunda ordem do gradiente de u, pelo esquema avancado ou atrasado. Ficando,
assim:

u(x +h,t) —2u(x,t) + u(x—ht) ulx+ht)—2ulxt) + ulx—ht)
A x? + A y? ]

f ==k

u(x+ht) — u(x,t)
+
2Ax

w
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u(x+h,t)— u(x,t)
2AXx

u(x + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t) N u(x + h,t) —2u(x,t) + u(x —h,t)
A x? A y? |

], ou

f ==kl

u(x,t) — u(x—h,t)
+
2Ax

w

u(x,t)— u(x—h,t)]
2Ax

(52)
O método dos volumes finitos € mostrado agora:

Ainda de acordo com Corréa (2024), considere a seguinte equacao:

—k=—(C) + pws = f (53)

A qual se transforma em:

d ,d d
—k [, E(ﬁ)d!) + pw [ ﬁds =/, fado

(54)

Se integrar a equacao acima em um volume de controle obtemos:

(k) = (kO + (pwu = pou,) = f, (55)

A qual se torna, ap0s aproximacao:

[(

—k(UE —uP)
Axe

—k(uP —uw
)= D] 4 5 pwe (g + up) = 5 pw (up +uw) = f (56)

Generalizando para duas dimensdes:

ki) +3- GOl + T (pwu) +3-(pwu) = f

k[ [, Aud2 + pw¢ ~Auds=[ [~ fdo
(57)

Considerando o dominio de integracdo como sendo um volume bidimensional,

obtemos:
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—k fsn f; [66—22u+ uldxdy +w¢,  uds = fsn f; fdxdy

(58)
Que, apos desenvolvimento e aproximacgdes, obtemos:

k 1 k 1 k 1 k
[ +2p0) + (5;—2pw) + (5 + 3pw) + (3

1
Epw)]ui,j +
—k + 1 . k 1 N —k N 1 N -
1
— SPWU; g
2 7]
= f (59)

Considere agora as seguintes condicdes de contorno:

u(x,0) = 0,vxe€]0,0.2]

u(x,0) = 10(x —0.2),v x €]0.2,0.3]
u(x,0) = 1,vxe€]0.3,1]
u(x,1) = 0,vxe]01]
u(0,y)= 0,vye]0,1]
u(l,y) = 1,vye€l01]
velocidade constante w(1,1)

Sendo a representacao desse grafico dada pela figura 4:

Figura 4 - representacdo de um contorno
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Abaixo é mostrada a tabela 1 feita por Corréa (2024), que traz os resultados

tabela 2 traz o resultado com o método dos volumes finitos.

Tabela 1 - resultados em MDF centrado

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0,1140 0,1693 0,2968 0,2961 0,4820 0,3644 0,7134 0,3182 1,0936
00,1330 0,1805 0,3560 0,3317 0,6090 0,4192 09403 0,3669 14651
0 01399 01790 0,3706 0,3306 0,6405 0,4197 1,0002 0,3680 1,5655
0 01426 01782 03750 0,3289 0,6485 04175 1,0144 03661 1,5888
0 01433 0.1780 0,3761 0,3285 0,6500 0,4169 1,0169 0,3656 1,5928
00,1426 0.,1782 03750 0,3289 0,6485 0,4175 1,0144 0,3661 1,5888
00,1399 0.1790 03706 0,3306 0,6405 0,4197 1,0002 0,3680 1,5655
00,1330 0,1805 03560 0,3317 0,6090 0,4192 0,9403 0,3669 1,4651
00,1140 10,1693 02968 0,2961 0,4820 0,3644 0,7134 0,3182 1,0936
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Fonte: Métodos de Diferencas Finitas e Volumes Finitos para
Problemas Convectivos Difusivos

Tabela 2 - resultados em MVF

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0,1140 0,1693 02968 0,2961 0,4820 0,3644 0,7134 0,3182 1,0936
0 0,1330 0.1805 0,3560 0,3317 0,6090 04192 0,9403 0,3669 1,4651
00,1399 0,1790 03706 0,3306 0,6405 0,4197 1,0002 0,3680 1,5655
0 0,1426 0,1782 03750 0,3289 0,6485 0,4175 1,0144 0,3661 1,5888
00,1433 0,1780 0,3761 0,3285 0,6500 0,4169 1,0169 0,3656 1,5928
0,1426  0.1782 03750 0,3289 0,6485 0,4175 1,0144 03661 1,5888
0,1399 0.1790 0.3706 0,3306 0,6405 0,4197 1,0002 0,3680 1,5655
0 01330 0.1805 0,3560 0,3317 0,6090 04192 09403 0,3669 1.4651
0 0,1140 0.1693 0,2968 0,2961 0,4820 0.3644 0,7134 0,3182 1,0936
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Fonte: Métodos de Diferencas Finitas e Volumes Finitos para
Problemas Convectivos Difusivos

0
0

usando uma malha de 11 nos utilizando o método das diferencgas finitas centrado. A
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Observe que os resultados séo iguais pois, de acordo com Corréa (2024), os
coeficientes das matrizes resolvidas séo iguais.

Agora, considere a seguinte equacao:
—+ 0700+ 0—+0—=0 (60)

%+D;+D;+ I—4+0—=0 (61)

onde p € a densidade, u e v a velocidade em x e y respectivamente.

Formulando em diferengas finitas:

0(0,040,0)=0(0,0,0)
oo

p(jﬁ—"—H':)ﬁ_i(i'i'i) + —‘ 7(7+7,7,:7—7(7,7,7) + ’—‘ _|_

B &)

Considerando que A1=A471=A0]=h, obtemos:

p (0,0, 0+ ) =0(0,0,00) O, L4, =0(0,1,00)

+ ST D + [ +

0 O(U+0)-0(00) e U= 0(63)

Considerando a funcdo p conhecida em seu contorno, e também conhecida a
variacao de u e v, temos uma equacao que sera analisada em n nds de uma regiao,
resultando assim em uma matriz de n incognitas e n equacdes. Esta é a situacdo mais
facil de resolucéo, sem precisar de métodos numeéricos para resolucao das equacoes.
Se soubermos o valor de v e de u, e de suas variacfes, e da densidade no contorno
do objeto de analise, conseguimos resolver por métodos simples como

escalonamento.

Agora, vamos formular para volumes finitos, assim:

— 400”0 =0 (64)
oo

[/ (-+00°0)000000=0

(65)
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[ —0ooooo=[ (Qupn-0)0000=[  (Oug—0)0000
(66)

n[(aidn) Bl (aidn)!
00 00

j D(D_’D)DDDD[[=f ( YOooooo

=f (00g400 — 00L)0000 4

+f (00 4 —00)0000

(67)

Assim, obtemos:

(Doyon — 000004 (D0 cyne — 00)0000 + (D040 — DO 0000 =
0 (68)

Ainda, se considerarmos que: At=4x=A4y, obtemos:

(Co+on — Op) + (O0p4p0 — 00p) + (O0p4pp —00p) =0

(69)

Sendo de facil resolucéo.

Acima, consideramos que a variacao temporal e nos eixos x e y Sdo iguais, para
assim podermos “cortar” na equacao. Podemos também supor que ambos possuem
variacao unitaria, e definir a variagcdo temporal como segundo, e a variacao espacial
como milimetro.

A seguir, o método dos elementos finitos aplicado em duas equacdes
diferentes.

Primeiro, tem-se:

[, (—+0@EPo)Hoon=0

(70)

[ 2ooo+f ooo+f 2ooo=o0
(71)

[, fooo=00-f O0—0O

(72)

OD0=f O000O0O0=/ 00000

(73)



22

J, 0(@”D)yooo=0"00-f 0700000

(74)

J, O0@°oo)oo=[, 0700000

(75)

Juntando:

[ pOO0OO04 [ 0roo000-f D%DD—[ 0°00000=0
(72)

Aproximando as fungdes por polindbmios de interpolacao, tem-se:

=Y 0-,0q

(76)

O0=% 0Oy0q

(77)

0y=1/8(1+0 Y1+ )1+ 1) (78)

[ X 00, ——00+ [ 0>y  Op0,0Y% Op0p00 =

[ oooo+f  o0Toooo (79)

Como [, pode ser qualquer valor arbitrario que desejarmos, obtemos:

0 Ooo—oo+J 0-0,00,00) = D000+ [ 0°0000
(80)

ou:

F=KX

sendo que :

F=[ pOoo+f 070000

(81)

K= O — 00+ f 0~ 0,00,00

(82)

Nessa formulagcédo acima, a condi¢do de contorno € aplicada na integracao do
contorno r, assim precisamos saber o valor de p emr e o valor de [I” emr, para assim
conseguirmos resolver este problema. Saber o valor de p significa saber qual a

densidade na regido r, e saber 17 significa ter o valor da velocidade vetorial em .

Agora, aplicando o modelo SUPG:
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O modelo para equacdo do transporte de um tracador pelo fluido de um

reservatério é (Ribeiro, 2024):

9%+ wl +0.(-000) = 0, sendo: (83)
c a concentracao do tracador, ¢ a porosidade do meio e D o tensor de difusdo dado
por:

D = (2% + arlul)l +=*—Fu.ul (84)

ul

sendo que u é:
u= v.(-ﬁmm (85)
A seguir, € mostrado um gréafico de solucao com as seguintes consideracdes

(Ribeiro, 2024) : 1000m * 1000m de dimensdo total, fluxo de entrada de -50 m”2/dia,
k=100mD, u = 1,9 =0.1,¢c, = 0,c = 1delaté100dias,a = 1e At = 1dia.

Figura 5 - Concentracéo do tracador em 2000 dias ao longo da diagonal entre
0s pocos de injecdo e producéo



Fonte: Introdu¢do ao Método dos Elementos Finitos
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Nesta pesquisa de reviséo bibliogréfica, foram demonstradas diversas formas
de solucéo a equacdes diferenciais e problemas dentro da engenharia mecanica, na
area de mecanica dos fluidos. Tais equacdes tem importancia na engenharia e suas
solucBes trazem informacdes Uteis sobre o problema que est4 sendo analisado. Foi
demonstrado a solucdo de problemas utilizando os quatro métodos propostos. E
preciso também levar em consideracdo a quantidade enorme de solu¢des diferentes
possiveis para uma equacao utilizando métodos diferentes, ou até o0 mesmo método.

Considere por exemplo o método dos elementos finitos. Neste trabalho foi
pesquisado e aplicado apenas o método de galerkin e a formulacdo semi-discreta
SUPG, mas existem outros métodos e formula¢ges, como o método de Rayleigh-Ritz.

Também foram apresentados alguns tipos de elementos possiveis de se
aplicar, mas também existem elementos com formatos diferentes que n&o foram
abordados nesta pesquisa.

Destaca-se o método de Euler em EDOs, com apenas uma derivada, onde
iguala-se a derivada com o restante da equacao. Para situacdes mais complexas, com
mais derivadas na equacéo, ou se a equacao for EDP, utiliza-se os outros métodos.

O método mais simples e facil € o método das diferencas finitas, onde o dominio
de andlise é dividido em geometrias exatas, além de ter a vantagem de poder ser
aplicado nas mesmas equac¢des que os métodos dos volumes e elementos finitos
podem ser aplicados. Porém, quanto mais complexo a geometria, mais demorado fica
a convergéncia desse método, além de mais complexo, sendo portanto ideal para
geometrias simples, onde acaba sendo mais facil de formular o método se comparado
com os outros dois. Porém, se a geometria for complexa, a sua dificuldade e demora
de convergéncia faz com que seja justificado a aplicacdo dos outros métodos.

Em geometrias complexas, 0 método dos elementos finitos se sobressai em
relacédo ao das diferencas finitas, pois consegue uma divisdo de dominio de integracao
mais flexivel, conseguindo assim uma formulacdo da maneira mais ideal possivel,
visando tanto uma convergéncia 6tima, quanto uma quantidade menor de elementos.

Ja o método dos Volumes Finitos € ideal em equacdes envolvendo fluidos, pois
como ja comentado, ele garante a conservacao das propriedades, como por exemplo,
a conservacao da massa, algo que ndo ocorre com 0s outros métodos.

Todos os métodos sdo realmente muito Uteis na engenharia, e o que foi

apresentado aqui foi uma parte de uma area matematica vasta de materiais
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existentes, além de possiveis novas formulacdes futuras por cientistas ao redor do

mundo, para cada vez mais chegarmos a valores mais proximos da realidade.
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